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  1234هدکیچ

ی براي نگهداري پول و دارای» احتیاطی تقاضاي«که در فضایی که بر  زدپردامیه به این مسئله عالطاین م

را تضمین خواهد نمود. فضاي  یتعادل پول »یبهینگ«و همچنین » وجود«اي تمرکز شود، چه نرخ بهره

منحصر به  يهاسکیر با که» عوامل ناهمگن«مورد تحلیل در این مقاله داراي دو ویژگی اساسی است: 

 قیاز طر هاسکیر نیکامل در برابر ا مهیکه در آنها امکان ب» بازارهاي ناقص«فرد مواجه هستند؛ و 

خویش در برابر نوسانات درآمدي » بیمه شخصی«وجود ندارد. در چنین فضایی افراد براي  يریگوام

ک دارایی منحصربفرد از قبیل پول انداز احتیاطی از طریق انباشت یاقدام به پس» مختص به شخص«
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  مقدمه. 1

مختلفی براي نگهداري پول و دارایی وجود دارد. در این مقاله به این پرسش هاي انگیزه

ی براي نگهداري پول و دارای» هاي احتیاطیانگیزه«پرداخته شده است که در فضایی که بر 

تعادل پولی را تضمین خواهد نمود و همچنین  1»وجود«اي تمرکز شود، چه نرخ بهره

هد نمود؟ قبل از پرداختن به پاسخ، ضرورت دارد این تعادل را تضمین خوا 2»بهینگی«

مقدمتاً چند مفهوم اساسی و همچنین فضاي مورد بحث روشن شود. فضاي مورد تحلیل 

. فرض 4»بازارهاي ناقص«و  3»عوامل ناهمگن«در این مقاله داراي دو ویژگی اساسی است: 

مختص به «هاي تصادفی شود که دارایی اولیه عوامل اقتصادي در معرض شوكمی

قرار دارد و از این رو فرآیند تحقق درآمد و انباشت ثروت عوامل و نهایتاً رفتار » شخص

ریسکی است  5»ریسک مختص به شخص«مصرفی عوامل متفاوت خواهد بود. منظور از 

سازد و فقط منجر به جابجایی افراد درون توزیع دارایی که توزیع کل دارایی را متأثر نمی

» ناهمگن«رتیب عوامل اقتصادي از حیث فرآیند درآمدي و مصرفی شود. بدین تمی

که همه افراد فرآیند تحقق درآمد و نهایتاً  6»عامل نماینده«هاي الگوهستند؛ در تقابل با 

هستند. از سوي دیگر این مقاله  7»همگن«کنند و اصطلاحاً مصرف یکسانی را تجربه می

روي مسیر » مطلوبیت نهایی پول«رار دارد. فریدمن ق 8»فرضیه درآمد دائمی«در فضاي 

بهینه باید براي عوامل اقتصادي ثابت بماند. این مسئله مستلزم هموار نمودن مسیر مصرف 

مورد تحلیل در این مقاله افراد مواجه با نوسانات درآمدي  الگوياست. اما از آنجا که در 
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 1»مهبازارهاي بی«ناچارند از هستند، بنابراین براي هموار نگه داشتن مسیر مصرفی خویش 

و یا  2»دبرویی-ارو«هاي الگواستفاده نمایند. در فضاي بازارهاي کامل و اصطلاحاً 

دهی و وام«و از جمله بازارهاي » بازارهاي بیمه«که دسترسی کامل به » دبرویی«

 ت کاملبه صور» بیمه بیرونی«آورند، افراد از طریق را براي خانوارها فراهم می 3»گیريوام

به عنوان نمونه در فضاي نمایند. هاي درآمدي بیمه میخود را در برابر این ریسک

-دعاوي مشروط یک«خانوارها مجازند ریسک درآمدي خود را از طریق مبادله » دبرویی«

هاي الگو. اما در )1959در بازار اوراق قرضه به صورت کامل پوشش دهند (دبرو،  4»ايدوره

فرض شده است که بازارهاي وام و بیمه وجود ندارند. بدین ترتیب تنها  ،»بازارهاي ناقص«

خویش از طریق  5»بیمه شخصی«گزینه پیش روي افراد براي مقابله با نوسانات درآمدي، 

ریسک از قبیل سرمایه، پول دستوري و یا اعتبار (مشتمل بر نگهداري یک دارایی بدون

هاي بانکی و ...) است. )، سپردهIOU'sهکاري (پول درونی، اوراق قرضه دولتی، اسناد بد

پذیرد، صورت می» هاي احتیاطیانگیزه«که با  الگوشده در این  هاي انباشتهبه این دارایی

  نامند. می 7»هاي بیولیالگو«ها را الگوگویند و این می 6»انداز احتیاطیپس«

پیش روي فرد براي بیمه ی است که دو نوع دارایی الگویاین مقاله به دنبال طراحی 

شخصی وجود دارد: پول دستوري و اعتبار (به صورت خاص اوراق قرضه). مسئله اصلی در 

این مقاله این است که اگر یک دارایی داراي نرخ بهره بدون ریسک (از قبیل اوراق قرضه) 

 ختر چه نرشود، نتایج چه تغییري خواهد نمود؟ به بیان دقیق 8پول دستوري الگويوارد 
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کند و همچنین تعادل پولی تعادل پولی را تضمین می» وجود«اي در این فضا بهره

  گرفته در این حالت متناظر با چه توزیع دارایی و مصرفی خواهد بود؟ شکل

هاي بیولی الگوشده در حوزه در قسمت دوم این مقاله به اختصار به مطالعات انجام

بندي خواهد شد. سپس در چارچوبی رتصو الگوپرداخته خواهد شد. در قسمت سوم 

شود که حتی در فضاي با وجود دو دارایی نیز همچنان نتایجی نشان داده می 1آگزیوماتیک

از قبیل ضرورت کاهش نرخ بهره و کمتر بودن آن از نرخ رجحان زمانی براي همگراشدن 

گی به وابست«مصرف و دارایی و اثبات وجود تعادل پولی صادق است. به دلیل وجود 

کارآمد است. به هاآندر  3»هاي بازگشتیروش«هاي بیولی، بکارگیري الگودر  2»سوابق

شود. در مسائل بازگشتی، هاي بازگشتی بهره گرفته میهمین دلیل در این مقاله از روش

اي از تصمیمات بهینه را در طول زمان اتخاذ نماید (لوکاس، گیرنده بایستی دنبالهتصمیم

گیري بحث ارائه خواهد شد. در ). در قسمت چهارم نتیجه1989تاکی، پرسکات و اس

قسمت پنجم پیشنهادات سیاستی مقاله ارائه خواهد شد. سه قضیه اصلی مقاله در قسمت 

  ضمایم اثبات شده است.

  

  مبانی نظري و پیشینه تحقیق. 2

ست ي بیولی اهاالگوکه اساس » مقدار بهینه پول«رسد که بتوان ایده ناممکن به نظر می

ها در فضاي اقتصاد پولی وجود را به یک نویسنده خاص منتسب نمود. این ایده مدت

کنندگان ) این واقعیت را تشریح نمود که تورم مصرف262-251، 1953( 4داشت. فریدمن

دهد. این ایده هاي نقدي غیرضروري خویش سوق میجویی در ماندهرا به سمت صرفه

                                                             
ها (یا فروض مبنایی) ) روشی است که ابتدا آگزیومAxiomatic Method» (روش آگزیوماتیک«مقصود از  .1

-مبناي این آگزیوشوند و سپس قضایاي مورد نظر بر متصریح می» سازگار«و » کامل«، »دقیق«هر الگو به صورت 

 شوند.بندي و با روش ریاضی و استنتاجی اثبات میها صورت

2. History Dependence 

3. Recursive Methods 

4. Milton Friedman 
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) آزمون 1958( 2بندي شد. متعاقباً این ایده بوسیله کیگانت) صور1956( 1توسط بیلی

) استدلال کردند که از 1965) و توبین (1969، 1968، 1963تجربی شد. ساموئلسن (

هاي نقدي اشباع شوند. این ایده در نقطه نظر کارآیی، عوامل اقتصادي بایستی از مانده

تبیین شد.  1969در سال » هینه پولمقدار ب«ساز ادامه بوسیله فریدمن در مقاله جریان

ریدمن میلتون ف» مقدار بهینه پول«آوردها در اقتصاد پولی، نظریه ترین دستیکی از اصلی

) این نظریه مشهورترین گزاره در حوزه نظریه 1990) بوده است. به تعبیر وودفرد (1969(

بهره  هاينرخپولی محض است. میلتون فریدمن در فضاي ترسیمی خویش اثبات نمود که 

اسمی بهینه برابر صفر است. فریدمن در این مقاله نشان داد شرط لازم براي دستیابی به 

وضعیت بهینه اجتماعی در یک اقتصاد پولی این است که هزینه خصوصی نگهداري پول 

برابر هزینه اجتماعی آن (یا همان هزینه چاپ پول کاغذي که تقریباً صفر است) شود و 

زم آن است که نرخ بهره اسمی برابر صفر شود. نتیجتاً در این فضا نرخ بهره این امر مستل

 »مقدار بهینه پول«شود. نظریه فریدمن در باب واقعی برابر منفی نرخ رجحان زمانی می

گردید که منجر به حذف بازار وام (بازار  4»قاعده شیکاگو«یا  3»قاعده فریدمن«منتج به 

، زیرا هنگامی که نرخ بهره اسمی صفر باشد نرخ بازده شودگیري) میدهی و قرضقرض

شود و نتیجتاً افراد راغب به نگهداري پول نقد که داراي روي پول و اوراق قرضه برابر می

شود. در چارچوب قاعده شوند و تقاضا براي اوراق قرضه صفر میمزیت نقدینگی است می

ویی جکنندگان را مجبور به صرفههاي بهره اسمی مثبت بدلیل آنکه مصرففریدمن، نرخ

شود و جهت دستیابی به کارآیی و کند منجر به ناکارآیی میدر استفاده از وجوه نقد می

  بهینگی لازم است نرخ بهره اسمی، صفر باشد. 
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اي از ادبیات در حوزه اقتصاد پولی شکل گرفت متعاقب مقاله فریدمن، طیف گسترده

کوچرلاکوتا و کول  1نه پول و رشد بهینه پول پرداختند.که به مطالعه در باب مقدار بهی

ق بخشی که در آن پول از طریرشد نئوکلاسیکی استاندارد یک الگوي) با ارائه یک 1998(

شرط «شود اثبات نمودند که نرخ بهره اسمی صفر نه تنها وارد می 2نقد -یک قید پیشا

) نشان داد 2003. آیرلند (استنیز » شرط کافی«براي تخصیص بهینه منابع بلکه » لازم

مدت یعنی هنگامی که شروط بلندمدت لازم براي تعادل پولی وجود ندارد، که در کوتاه

تواند ي فریدمن را اعمال نمود: در این حالت بانک مرکزي میتوان قاعدههمچنان می

و  ري اسمی صفاي انتخاب نماید که وجود یک تعادل با نرخ بهرهعرضه پول را به شیوه

  هاي کارا براي تمامی ادوار را تضمین کند.تخصیص

هاي بیولی الگوهایی که در فضاي قاعده فریدمن طراحی شدند الگویک دسته از 

ها بود. ریزي کننده این دسته از نظریه) پی1983؛ 1980اي بیولی (هستند. دو مقاله پایه

ریدمن ف» مقدار بهینه پول«ه بیولی به دنبال ارائه تحلیل دقیق و آگزیوماتیک از مقال

اده فریدمن استف الگويجهت تبیین » تعادل عمومی«نظري  الگوي) بود. وي از یک 1969(

تواند به دقیق تعادل رقابتی است و می الگويفریدمن یک  الگوينمود. از دیدگاه بیولی، 

 لگويایک  طبیعتاً به» مقدار بهینه پول«اروـ دبرو مطرح شود.  الگويعنوان بدیلی براي 

ت. اس» هاي موقتیدنباله مانا از تعادل«شود که در آن تعادل پولی یک تعادلی منجر می

است. چنین تعادلی حتی با وجود فقدان مبادلات آتی و عدم » بهینه پارتو«این تعادل 

(یعنی ناقص بودن بازار و عدم وجود  3وجود بازاري براي قراردادهاي دعاوي مشروط

این ادعا را  1980رویی و ارویی) بازهم بهینه پارتو است. بیولی در مقاله دب-بازارهاي ارو

ي کمتر از نرخ رجحان زمانی وجود دارد و هاي بهرهطرح کرد که تعادل براي تمامی نرخ

                                                             
 بهره پولی مثبت بر اقتصاد (از قبیلهاي حوزه اقتصاد پولی با توجه به آثار و تبعات نرخ ي دیگري از الگودسته .1

 ).1390کنند (داودي و هادیان، زایی و ...) مقدار بهینه نرخ بهره را استخراج میبیکاري، تورم، بحران

2. Cash-in-Advance 

3. Contingent Claims Contracts 
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توانند به دلخواه از طریق نزدیک نمودن ها میاین حدس را مطرح نمود که این تعادل

زمانی، به اندازه کافی به بهینگی پارتویی نزدیک  کافی نرخ بهره به نرخ خالص رجحان

شوند و این حدس را به نحوي تفسیر نمود که مؤید نظریه فریدمن بود. بیولی سه سال 

) خود اذعان نمود که این حدس اشتباه بوده است و قضیه وجود 1983بعد در مقاله (

 ه به نرخ رجحان زمانیتعادل وي در مقاله قبلی نادرست بوده است. در صورتی که نرخ بهر

در این مقاله من قضیه «تواند وجود داشته باشد: بیش از حد نزدیک گردد، تعادل نمی

واند تتعادل پولی در صورتی میکنم که کنم و اثبات میوجود تعادل خویش را اصلاح می

، 1983(بیولی، » صفر باشدبه  به اندازه کافی نزدیکنرخ بهره وجود داشته باشد که 

). این نظریه وجود تعادل، همچنین مستلزم این بود که نرخ رجحان زمانی هر 1485

از اي وي مثبت باشد (کننده به اندازه کافی به صفر نزدیک باشد و درآمد غیر بهرهمصرف

  پایین نسبت به صفر کراندار باشد). 

رفت گشکل » انداز احتیاطیپس«اي از مطالعات در حوزه متعاقب مقالات بیولی، دسته

 »بیمه شخصی«جهت دارایی بدون ریسک منحصربفرد که وجه تمایز آنها استفاده از 

هاي مغایر بود. این دارایی منحصربفرد که خویش یعنی ثبات مصرف خود در برابر شوك

سرمایه ) «1994( 1آیاگاري الگوي) پول دستوري بود، در 1983و  1980بیولی ( الگويدر 

) اعتبار از قبیل اوراق قرضه یا اسناد بدهکاري 1992هوگت ( الگويو در » فیزیکی

)IOUs .بود (  

ین را تضم» تعادل پولی«اي هاي بیولی این است که چه نرخ بهرهالگومسئله اصلی 

ند مانها همواره مثبت میتعادلی است که در آن قیمت» تعادل پولی«نماید؟ مقصود از می

شود. منظور اراي ارزش مثبت و ثابتی میکه فاقد ارزش ذاتی است، د» پول دستوري«و 

ریزي شرایطی است که تضمین نماید ارزش پول پی» وجود تعادل پولی«از تضمین 

ها از طریق ایجاد تقاضاي احتیاطی براي پول، ارزش الگوماند. در این دستوري مثبت می

                                                             
1. Aiyagari  
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ضمین را ت» وجود تعادل پولی«هاي بیولی قاعده فریدمن الگوشود. در فضاي پول مثبت می

هاي بیولی همین وجه تفارق آنها با قاعده فریدمن است. الگونماید و نتیجه کلیدي در نمی

اگر نرخ بهره برابر نرخ رجحان زمانی باشد، از آنجا که دیگر هزینه فرصتی براي نگهداري 

مه یب«دارایی وجود ندارد بنابراین افراد مایل به نگهداري مقدار نامحدودي دارایی با هدف 

خواهند بود. از آنجا که عرضه دارایی، محدود است این مسئله منجر به وجود » شخصی

اشته د» وجود«تواند شود و بنابراین تعادل پولی نمیمازاد تقاضاي دائمی براي دارایی می

شود که در صورت برقراري قاعده فریدمن، دارایی و متعاقباً مصرف به باشد. نشان داده می

ازحد ها صفر خواهد شد. انباشت بیشکند و همچنین قیمتمیل می نهایتسمت بی

هاي بیولی است. الگوهاي مشترك دارایی در صورت اعمال قاعده فریدمن یکی از ویژگی

تعادل پولی نرخ بهره را کاهش » وجود«هاي بیولی، براي تضمین الگوبه همین دلیل در 

�دهند (می < همین کمتر بودن نرخ بهره نسبت به  هاي بیولیالگو). وجه اشتراك �

ها با کاهش نرخ بهره شرایط را به نحوي فراهم الگونرخ رجحان زمانی است. از این رو این 

شوند. بدین ترتیب با کاهش هاي مقطعی میآورند که منجر به همگرا شدن این توزیعمی

مانند، و می هاي مقطعی مصرف، ثروت، و درآمد در طول زمان ثابتنرخ بهره، توزیع

کننده منفرد در طول هاي ماناي مجانبی مصرف، ثروت، و درآمد براي یک مصرفتوزیع

یولی، هاي بالگوشود. به عبارت دیگر هاي مقطعی متناظر در بین افراد میزمان برابر توزیع

ها به سمت یک توزیع همگرا شوند دهند تا دارایینرخ بهره را به اندازه کافی کاهش می

قسمی که میانگین مقطعی آن توزیع، بازار دارایی غیرریسکی را تسویه نماید. در واقع به 

یاطی اندازهاي احتآورند تا نیروي پسهاي بیولی نرخ بهره را به اندازه کافی پایین میالگو

1)�را که هنگامی که  + �) = نهایت انداز به سمت بیها را در مسئله پسبود دارایی 1

 ). 2013ویست، ی نماید (سارجنت و لیونگداد خنثسوق می

توانه پشدهد که از دو دارایی یعنی پول بدوناین مقاله وضعیتی را مورد تحلیل قرار می

در کنار اوراق قرضه جهت بیمه شخصی استفاده شود. این وضعیت در مطالعات اقتصادي 
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ک به مسئله مورد چندان مورد توجه قرار نگرفته است. در اینجا برخی از مطالعات نزدی

ی را طراحی الگوی) 1980گیرند. تانزند (نظر در ادبیات اقتصاد پولی مورد اشاره قرار می

نمود که در آن بازار وام خصوصی در کنار پول دستوري وجود داشته باشد. وي از طریق 

) به صورت IOUگیري بازارهاي وام خصوصی (عوامل، امکان شکل 1ناهمگنی مکانی

به دلیل فاصله مکانی عوامل، بازار اعتبار تنها  الگوآورد. در این ی را فراهم محدود و محل

، 2000گیري است. چمبرلین و ویلسون (قابل شکل» فراگیر«و نه » محلی«به صورت 

کننده قادر به انتخاب اند که مادامی که مصرف) در حالت وجود چند دارایی نشان داده388

است که در بلندمدت بالاتر از نرخ تنزیل هستند، مصرف » نهایی«هاي بهره اي از نرخدنباله

) را 1994آیاگري ( الگوي) 1998کراسل و اسمیت (نهایت میل خواهد نمود. به سمت بی

که یک شوك تکنولوژي است که از فرآیند مارکف تبعیت  zبا افزودن یک متغیر حالت کل 

  کند اصلاح نمودند.می

  

  الگو .3

هستند و » مختص به شخص«هاي شود که عوامل مواجه با ریسکمیفرض  الگودر این 

 Nپیوستاري از  الگوانداز احتیاطی هستند. در این نتیجتاً داراي انگیزه نگهداري پس

وجود دارند که داراي یک توزیع  3»ناهمگن« نهایت درولی  2»همسان«کننده ابتدائاً مصرف

یع وضعیت افراد در حال تغییر است). کل دارایی ثابت هستند (گرچه درون این توز

قرار دارد، یعنی از طریق فرض، بازارهاي » بازارهاي ناقص«در فضاي  الگوهمچنین این 

اند. از این رو افراد ناچارند براي مقابله با نوسانات درآمدي بیمه و وام حذف و یا محدود شده

ها، برابر این ریسکاقدام به بیمه شخصی خویش نمایند. براي بیمه شخصی خویش در 

، تعبیه شده است: پول دستوري الگوهاي متداول بیولی، دو نوع دارایی در این الگوبرخلاف 

                                                             
1. Heterogeneity of Locations 

2 Ex-ante Identical 

3 Ex-post Different 
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و اوراق قرضه دولتی داراي نرخ بهره بدون ریسک. منظور از پول دستوري، یک پول 

 لگواتبدیل است که به مقدار اسمی ثابتی توسط دولت به عنوان یک نهاد خارج از غیرقابل

توانند آن را چاپ کنند توانند این پول را نگهداري نمایند، اما نمیشود. افراد میعرضه می

شده توسط عامل و یا انتشار دهند. دنباله مقادیر مصرفی و پول و اوراق قرضه نگهداري

.��}اقتصادي نماینده به صورت  ��. ��}���
شود. تابع مطلوبیت نمایش داده می �

  کننده به صورت زیر است:مصرف

)1 (                                                                   � = �� ∑ ���(��)�
��� 

� ∈ � عامل تنزیل بوده و برابر (0.1) =
�

���
. استنرخ رجحان زمانی  � است که 

1)�شود که فرض می + �) <  پذیر،یوسته، تا دو مرتبه مشتقپ uشود که . فرض می1

(�)��limفزاینده و أکیداً مقعر است و  = ∞ .   

بندي بیولی است در این قسمت ابتدا صورت الگوياین مقاله،  پایه الگوياز آنجا که 

» باراعت«شود و سپس ارائه می» مبنایی بیولی با وجود پول دستوري الگوي «از  جدیدي

انداز پس الگواثرات حاصل از درنظر گرفتن این دو دارایی در یک نموده و  الگورا وارد 

  احتیاطی استنتاج شده و مورد تحلیل قرار خواهند گرفت.

ق ورزد ولی از طریبیولی دولت از پرداخت آشکار بهره امتناع می الگويبندي در صورت

ها اي ضمنی از طریق کاهش قیمتتغییر موجودي پول در گردش، یک پرداخت بهره

را معادل یک تعادل با  rتوان تعادل پولی با نرخ بهره مثبت پردازد. می(تورم منفی) می

ان تواي وجود ندارد. براي این کار میتعریف نمود که در آن دیگر پرداخت بهره 1تورم منفی

��اي ضمنی از طریق وضع کاهش داد. پرداخت بهره rها را با نرخ ها و قیمتمالیات =

��  و 0 = − نرخ بهره روي  ��نرخ رشد عرضه پول است، gها، که محقق قیمت ����

دولت براي هر یک  سرانهزا بوده و پرداخت انتقالی واقعی و یا مالیات برون ��پول است،

هاي توان چنین گفت که دولت در هر دوره به تناسب ماندهاز افراد است. بنابراین می

                                                             
1 Deflationary Equilibrium 
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پرداخت انتقالی جدیدي به هر یک از افراد انجام  gرداختی در دوره قبل، با نرخ واقعی پ

  بودجه دولت بدین صورت خواهد بود:دهد. بر این اساس، قید می

)2(                                                                        �� = ����(1 + ��)  

  ین حالت در قالب مقادیر اسمی به صورت زیر خواهد بود:قید بودجه خانوار در ا

)3(                                              1t t t t t t t t t tp c M p w s M g p T     

 ارائه شود چنین خواهیم داشت: در صورتی که این قید در قالب مقادیر واقعی

1t t
t t t t

t t

M M
c ws g T

p p
     

tبا درنظر گرفتن
t

t

M
m

p
   1و

1

1

t
t

t

M
m

p






 1و همچنین تعریف 1t
t

t

p
r

p
    به

 نتیجه خواهد شد:» نرخ بهره ضمنی روي پول«عنوان 

1 1 1

1

(1 )t t t
t

t t t

M M p
m r

p p p
  



    

  بنابراین قید بودجه دولت بر حسب مقادیر واقعی به صورت زیر خواهد بود:

)4(                                                    1(1 )t t t t t t tc m ws r m g T      

  ماند و معکوس نرخ تورم ناخالص برابرهاي واقعی ثابت میمانده 1»وضعیت پایا«در 

1 (1 )t

t

p
r

p
   آید:شود. بنابراین در وضعیت پایا این نتیجه به دست میمی 

 1(1 ) (1 )r g    نرخ رشد پول«برابر منفی » ی روي پولنرخ بهره ضمن«. یعنی« 

)g) است (r g .(2  :بنابراین نرخ مالیات یکجاي ضمنی برابر خواهد بود با

t tgT rT     :نتیجتاً قید بودجه خانوار در وضعیت پایا به صورت زیر خواهد بود . 

1(1 )t t t t tc m ws r m gT      

                                                             
1 Steady State  

2 .(1 )(1 ) 1 1 1t tr g r g rg r g           عبارت)rg به دلیل ناچیز بودن کنار گذاشته می-

 .شود)
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گیري مواجه با قید است. فرض شود که قرضانداز احتیاطی فرض میپس هايالگودر 

است. اگر مقدار پرداخت انتقالی یکجا را برابر قید  �گیري برابر مقدار کنیم قید قرضمی

tT( گیري قرار دهیمقرض شود که گویی نرخ بهره اي تعیین می)، تعادل پایا به گونه

  شود. پول پرداخت می صریح روي

عتبار ا الگويدر این ریزي خواهد شد. جدید پی الگويبیولی،  الگويدر ادامه بر مبناي 

توانند بخشی از درآمد خویش شود. عوامل اقتصادي میمیالگو در کنار پول دستوري وارد 

 لگوا) نگهداري نمایند. اوراق قرضه که در این b) یا اوراق قرضه (mرا به صورت پول (

 »نرخ بهره اسمی«شود داري انتشار داده میتوسط یک نهاد اعتباري مرکزي مانند خزانه

i نمایند. در این حالت قید بودجه خانوار بر حسب مقادیر واقعی به صورت را پرداخت می

   زیر است:

)5(      1 1 1 1(1 ) (1 )(1 )t t t t t t t t t t t tc m b ws r m r i b b gT              

دارایی اولیه تصادفی خویش و یا  بر اساس این قید، خانوارهاي نامیرا با استفاده از

نمایند. خانوار داراي یک دارایی اولیه اندازهاي انباشت شده از قبل اقدام به مصرف میپس

وضعیتی با ماتریس -که بر طبق یک زنجیره مارکف دو tsاست: tنیروي کار در زمان 

باشد، در این  isبرابر tه این فرآیند در زمان یافتکند. اگر مقدار تحققتغییر می  �انتقال 

iw خانوار درآمدي برابر tصورت در زمان  sشود که دستمزدبدست خواهد آورد. فرض می

w وارها با هدف این مقاله، خان الگويشده در در طول زمان ثابت است. در فضاي ترسیم

. مسئله کنندانداز احتیاطی میبیمه شخصی خویش در مقابل ریسک بیکاري اقدام به پس

حداکثرسازي خانوار تعیین یک تابع سیاست 
0t t

m



و  

0t t
b




، به ازاي مقادیر معین

( , , )w r i  0مقادیر اولیه 0 0( , , )m b s ) نسبت به قید 1جهت حداکثر نمودن تابع هدف (

بندي خواهد شد. گیري است که در ادامه صورت) و همچنین قیود قرض5بودجه خانوار (

  شود:ریزي میجهت حل مسئله حداکثرسازي فوق، تابع مقدار (تابع بلمن) زیر پی

)6      (                      �(�. �. �) = ���{�(�) + ���(��. ��. �′)|�}    
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.��که  مقدار شوك تصادفی در ′� شده در دوره آتی است ومقادیر دارایی نگهداري ′�

.�)�دوره آتی است.  �. مقدار بهینه تابع هدف به هنگامی است که نقطه شروع،  (�

.�)�و اشتغال  وضعیت دارایی �.   باشد.  (�

تخصیص :تعریف تعادل پولی 
0t t

c



شده پول، مقادیر نگهداري 

0t t
m




، و مقادیر 

شده اوراق قرضهنگهداري 
0t t

b



 ، و یک دنباله قیمتی نامنفی 

0t t
p




را یک تعادل 

  پولی گویند اگر:

با معین بودن دنباله قیمتی )1 
0t t

p



و مقادیر اولیه پول و اوراق قرضه   0 0,m b

تخصیص 
0t t

c



 کند؛یابی افراد را حل میبهینه مسئله 

0tpها،-tبه ازاي تمامی  )2 ؛ 

1)1قید بودجه دولت برآورده شود:  )3 )t t tT T g . 

.لاها تسویه شود: بازار کا )4
, , , ,

( , , ) ( , , ) ( , , )
m b s m b s

m b s c m b s m b s ws   

عرضه و تقاضاي پول برابر شود:  )5
, ,

( , , ) ( , , )
m b s

m b s m m b s M .  

ها،  شوند. سپس بر مبناي این آگزیومبندي میبه صورت زیر جمع الگوهاي آگزیوم

  اثبات خواهند شد. الگوتعادل پولی در فضاي 

  

  الگوهاي . آگزیوم1-3

  اي محض است. مورد بررسی یک اقتصاد مبادله: اقتصاد 1آگزیوم 

شود که تا دو بندي میصورت u: ترجیحات خانوار در قالب تابع مطلوبیت 2آگزیوم 

  پذیر است. تابع مطلوبیت، فزاینده و أکیداً مقعر است مرتبه به صورت پیوسته مشتق

)(0; 0u u   0ت (و تابع مطلوبیت نهایی أکیداً محدب اسu   .(  
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هایی (ریسک» هاي مختص به شخصریسک«: دارایی اولیه خانوار در معرض 3آگزیوم 

ها از یک فرآیند مارکف مانا این ریسک 1که داراي توزیع کلان نامتغیّر هستند) قرار دارد.

  نمایند. تبعیت می

  کننده با احتمال یک مثبت است.: درآمد مصرف4آگزیوم 

هاي مختص به شخص در اختیار خانوار : دو نوع دارایی براي مقابله با ریسک5آگزیوم 

  قرار دارد: پول دستوري و اوراق قرضه.

  گیري وجود ندارد.دهی و وام: وام6آگزیوم 

ضه پشتوانه و یا اوراق قرتواند مقداري منفی از پول بدون(بر طبق آگزیوم فوق، فرد نمی

  تواند بدهی ایجاد نماید).ارت دیگر فرد نمینگهداري نماید به عب

 2گیرد.بدون ریسک تعلق می هاي مالی (اوراق قرضه) نرخ بهره: به دارایی7آگزیوم 

 هاي مبادلاتی با نرخها به نقدینگی مستلزم انجام هزینههمچنین تبدیل این دارایی

  است.

1برابر» نرخ بهره ضمنی«: به پول دستوري 8آگزیوم  1t

t

p
r

p
  گیرد. تعلق می  

  اقتصاد در وضعیت مانا قرار دارد (جمعیت ثابت است). :9آگزیوم 

  . وجود تعادل پولی2-3

 n t
s




است.  الگوکننده نوسانات برونزا در است که هدایتیک فرآیند تصادفی  

 Aهاي محیط تناهی وضعیتمقادیر خود را از یک مجموعه م ��متغیرهاي تصادفی

براي فرآیند » سابقه«کنند. یک انتخاب می ns  از زمان صفر تاt  یک دنباله متناهی

                                                             
 گرچه درآمد داراي توزیع احتمال کلان ثابتی است، اما مکان فرد درون این توزیع ثابت نیست و در معرض نوسان 1.

 قرار دارد. 

توانیم فرض کنیم که این اوراق قرضه توسط دولت و بانک مرکزي و یا یک نهاد خصوصی از قبیل بانک منتشر . می2

 شود.می
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0 1, ,..., ts s s 0است. با داشتن سوابقs:0
0 1( , ,..., )ts s s s توان چنین تعریف ، می

  نمود:

 0 0 1( ) ( , , ..., )t t t
tS s s s s s s                                                       (7) 

0s کننده در هر وضعیت اطلاعاتی از آنجا که تصمیمات مصرف شود.ثابت درنظر گرفته می

» برنامه مصرفی«صرفاً بستگی به اطلاعات در دسترس وي در همان وضعیت دارد، 

 
0t t

c



:��پذیر بورل است: اي از توابع اندازهدنباله  ��(��) → -برنامه مصرف. «��

 1»دارایی 
0

, ,t t t t
c b m




)که همچنین با علامت )c,m,bاي شود، دنبالهنشان داده می

:��از توابع  ��(��) → �� ،��: ��(��) → :��و  �� ��(��) → ( است ��

  ��واحد پول نقد و ��تصمیم به نگهداري t). فرض کنید که خانوار در دوره 

ها در دوره بعد برابرواحد اوراق قرضه نماید. در این صورت عایدي ناخالص این دارایی

(1 )t tr m 1) و )(1 )t t ti r b  است .  

در اینجا جهت دستیابی به یک تعادل پولی ضرورت دارد فضاي وضعیت پیوسته درنظر 

)شود:بندي میگرفته شود. قید بودجه جدید چنین صورت , ) ( )t
tm b s.  فرض

)شود کهمی )t
t s  0از» پیوسته«نگاشتی( )tS s  2بهRباشد. همچنین( )t

t s

) .است Rاي ناتهی، بسته، و محدب از زیرمجموعه )t
t s کنیم:را چنین تعریف می

 ( ) inf : , ( )t t
t ts m b m b s   در واقع .t رایی دهنده حداقل مقدار دانشان

براي نگهداري نماید.  tتواند در پایان دوره ) است که خانوار میtممکن (بر حسب مصرف دوره 

)گیري، دهی و واماعمال آگزیوم محدودیت وام )t
t s دار باشد:باید از پایین کران

 2( ) ( , ) : ,t
t m bs m b m b      .شود که به ازاي تمامی فرض می

, ( )t
tm b s و تمامیts-:ها 

(1 ) (1 )(1 )t
t t t t t t t t tws r m r i b b g T          

                                                             
1. Consumption-Portfolio Program 

0t 



  1397، تابستان 2شمارة ، م، سال نهفصلنامۀ اقتصاد و الگوسازي    170

_____________________________________________________________________________________ 

)0و به ازاي تمامی )t ts S s : 

                     (1 ) (1 )(1 ) ( )t t
t t t t t t t t tws r m r i b b g T s        

   همچنین فرض کنید که:

( , , ) ( ) :
( , , )

0 (1 ) (1 )(1 )

t
tt

t t
m t t t t t t t

c m b s
m b s

c ws r m r i b b g T 


   

  
           

  (8) 

( , , )t
t m b sپذیر براي خانوار است. در دارایی دسترس -موعه مصرفمج علامت

دارد که نرخ بهره کمتر از نرخ » وجود«شود که وقتی تعادل پولی این فضا اثبات می

  رجحان زمانی باشد:

بگیرید  در شرایط وجود همزمان پول و اعتبار: درنظر» وجود تعادل پولی): «1قضیه (

1)شد (نرخ بهره کوچکتر از نرخ رجحان زمانی با ) 1r   در این صورت یک .(

تخصیص یکتاي 
0t t

c



و توابع سیاست بهینه یکتاي  

0t t
m




و   

0t t
b




وجود دارد  

که حداکثرسازنده
0

( )
t

t t
t

U E u c




 نسبت به قید( , , ) ( , , )t
t t t t t tc m b m b s 

  است. 

دارد. » وجود«شود که یک جواب بهینه براي مسئله فوق در اینجا اثبات می

کننده بایستی یک سبد دارایی بهینه و یک برنامه مصرفی بهینه را در هر دوره مصرف

که در ادبیات اقتصادي متداول است، براي اثبات قضایاي وجود تعادل انتخاب نماید. چنان

شود ریزي میشود. در اینجا نیز فضایی متریک پیه گرفته میبهر 1»قضایاي نقطه ثابت«از 

ا که شود. از آنجوجود یک نقطه ثابت اثبات می» نگاشت انقباظی«و با استفاده از قضیه 

از یک فضاي محدب فشرده وجود داشته  Tبراي این کار لازم است یک نگاشت پیوسته 

                                                             
1. Fixed Point Theorems 
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و براي فضاي متریک  Tا براي نگاشت هبنابراین ضرورت دارد هر یک از این ویژگی 1باشد،

  2شده اثبات شود.تعریف

  

  . اثرات نرخ بهره بر مسیر مصرف بهینه3-3

شود که براي هر ترکیبی که بین پول و اعتبار شکل بگیرد، در این قسمت نشان داده می

قضیه همگرایی سوپرمارتینگل قابل بکارگیري است. بنابراین بدون توجه به ترکیب بهینه 

  و اعتبار در سبد دارایی خانوار نتیجه زیر صادق است:پول 

هاي بهره نهایی بلندمدت بیشتر از نرخ رجحان زمانی باشد، مصرف به سمت اگر نرخ

نهایت واگرا خواهد شد. اگر نرخ بهره ضمنی روي پول کوچکتر از نرخ رجحان زمانی بی

rباشد ( ( 1)و به عبارت دیگر ) 1r  و همچنین اگر ، (1 )(1 ) 1r i     آنگاه ،

  قضیه زیر قابل اثبات است:

با  هاي فوق صادق باشد. آنگاه در صورتی که ): فرض کنید آگزیوم2قضیه (

limtاحتمال یک وجودخواهد داشت: tc c
  .3  

                                                             
  قضیه نقطه ثابت برائر به ترتیب زیر است: .1

�): فرض کنید که Brouwer's fixed point theoremsقضیه نقطه ثابت برائر ( ⊂ یک مجموعه ناتهی،  ��

 باشد. در این صورت نگاشت Aبه درون خود  Aیک نگاشت پیوسته از  فشرده و محدب باشد و 

  داراي یک نقطه ثابت است.

).وجود دارد کهبر اساس این قضیه، یک نقطه  )x f x x »شود. چنانکه در شکل نامیده می» نقطه ثابت

شرطی ضروري براي تضمین وجود نقطه ثابت است. این شرط از طریق شود، پیوستگی تابعزیر ملاحظه می

  شود.تامین می» ویژگی فلر«

 
 ).1اثبات در ضمیمه ( .2

 ).2اثبات در ضمیمه ( .3

t 

:f A Af

x A

f
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rرخ رجحان زمانی باشد (اما اگر نرخ بهره ضمنی روي پول بیشتر از ن  و به (

1)عبارت دیگر ) 1r  و یا ، (1 )(1 ) 1r i    شود که مصرف ، آنگاه اثبات می

  نهایت میل خواهد نمود:به سمت بی

1)): فرض کنید 3قضیه ( ) 1r   و یا (1 )(1 ) 1r i    هاي فوق  ، و آگزیوم

limtنیز صادق باشد. آنگاه با احتمال یک:  tc 
  .1  

دلالت این قضیه این است که اگر نرخ بهره ضمنی روي پول بیشتر یا برابر نرخ تنزیل 

گیري باشد و همچنین درآمد به میزان لازم با نااطمینانی مواجه باشد آنگاه به دلیل شکل

کران رشد خواهد نمود و انداز دارایی، دارایی به صورت بیاحتیاطی براي پس هايانگیزه

 نهایت میلمصرف نیز متعاقب آن بدون هیچ کرانی افزایش خواهد یافت و به سمت بی

شود که در صورتی که دارایی به صورت نامحدودي افزایش خواهد نمود. همچنین اثبات می

  2نامحدودي افزایش خواهد یافت.یابد، متعاقب آن مصرف نیز به صورت 

دلالت دو قضیه فوق این است که رفتار حدي مصرف بستگی به رابطه نرخ بهره با نرخ 

rرجحان زمانی دارد. اگر نرخ بهره بزرگتر از نرخ رجحان زمانی باشد (  یا

(1 ) 1r  ت باشد مصرف به صورت نامحدود )، در این صورت مادامی که درآمد مثب

rرشد خواهد نمود. اگر نرخ بهره برابر نرخ رجحان زمانی باشد (  1)یا ) 1r  

نهایت میل )،  مصرف در صورتی که درآمد به اندازه کافی تصادفی باشد به سمت بی

ادل آماري لازم است که نرخ بهره کمتر از خواهد نمود. بنابراین براي دستیابی به یک تع

     نماید.) نتایج این قسمت را تلخیص می1نرخ رجحان زمانی باشد. جدول (

                                                             
 ).3اثبات در ضمیمه ( .1

 ).4اثبات در ضمیمه ( .2
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با وجود همزمان پول دستوري و  الگواثرات نرخ بهره بر دارایی و مصرف در  ).1جدول (

  اعتبار

  مصرف  دارایی  نرخ بهره  

نرخ بهره ضمنی 

  روي پول دستوري

  
    

      
نرخ بهره واقعی روي 

  اوراق قرضه 
      

     

  هاي پژوهشمنبع: یافته

  

شود، براي دستیابی به سطوح تعادلی همگراي مصرف و دارایی که ملاحظه میچنان

  ضرورت دارد که نرخ بهره روي پول و اعتبار کمتر از نرخ رجحان زمانی باشد.

  

  گیري و پیشنهادات سیاستینتیجه .4

مختص به شخص در شرایط بازارهاي ناقص (عدم دسترسی کامل به بازارهاي  وجود ریسک

انداز احتیاطی با هدف بیمه شخصی از سوي خانوارها است. در بیمه) انگیزه انجام پس

شرایطی که یک دارایی منحصر بفرد براي بیمه شخصی وجود داشته باشد این کار از 

ا در شرایطی که دو دارایی جهت انجام بیمه پذیرد. امطریق انباشت این دارایی انجام می

شده در این مقاله هم طراحی الگوشخصی وجود داشته باشد، به عنوان مثال اگر همانند 

ات شود. در این مقاله اثبتر میپول دستوري و هم اعتبار وجود داشته باشد، تحلیل پیچیده

ه است یعنی در صورتی ک هاي بیولی صادقالگوشد که در این وضعیت نیز همچنان نتایج 

هاي مقطعی ثروت و مصرفی به سمت نرخ بهره برابر نرخ رجحان زمانی وضع شود توزیع

rشوند. از این رو ضرورت دارد که با کاهش مکفی نرخ بهره (نهایت واگرا میبی  (

 شوند. البته ازقطعی هاي مشرایط را به نحوي رقم زد که منجر به همگرا شدن این توزیع

آنجا که تعادل مانا مستلزم برابري این دو نرخ است، تنها حالتی که هر دو معیار برآورده 

شود این است که نرخ رجحان زمانی برابر صفر شود. تا مادامی که نرخ رجحان زمانی 

r 
.

 t
a s

a a
.

 t
a s

c c

r 
.

 t
a s

a   
.

 t
a s

c   

 (1 )(1 )r i     
.

 t
a s

a a
.

 t
a s

c c

 (1 )(1 )r i     
.

 t
a s

a   
.

 t
a s

c   
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ه گفت . چنان کهمثبت باشد، تضمینی براي تحقق معیارهاي بهینگی و پایداري وجود ندارد

انداز اجتماعی، بسیار کمتر منجر به این می شود که پس» نرخ مثبت رجحان زمانی«شد، 

از مقدار بهینه آن باشد وبنابراین شرایط تخصیص بهینه منابع در طول زمان مطلقاً شکل 

شکست «ترین موارد نگیرد و موجبات بروز عدم بهینگی را فراهم نماید و یکی از مهم

  زند.د بازار (یعنی شکست در تحقق کارآیی) را رقم میدر نظام اقتصا» بازار

که در کشور ایران گرچه دسترسی به بازارهاي اوراق قرضه  اشاره کرددر پایان باید 

هاي سپرده بلندمدت بانکی و همچنین داراي ممنوعیت قانونی است اما در عمل حساب

وان بدیلی براي اوراق ها، به عناوراق مشارکت تضمینی منتشره توسط دولت و یا بانک

اند. از سوي دیگر بدلیل هاي با نرخ بهره بدون ریسک) ایفاي نقش نمودهقرضه (دارایی

محدودیت این بازارهاي وام ربوي و عدم گستردگی بیمه بیکاري و عدم وجود پوشش 

اي کامل، آگزیوم ناقص بودن بازارها در بسیاري از موارد در کشور ما مصداق دارد که بیمه

م شوند. از آنجا که در یک فضاي عدهاي بیولی براي کشور ما میالگووجب تناسب بیشتر م

تر از نرخ رجحان زمانی هاي بهره واقعی در سطحی پایینوجود بازارهاي بیمه کامل، نرخ

هاي لگوابایستی تعیین شوند تا تعادل پولی بتواند شکل بگیرد. نتیجتاً دلالت عملیاتی 

ضرورت دارد مقامات پولی، نرخ بهره را به کمتر از نرخ رجحان زمانی  بیولی این است که

  کاهش دهند. 

  

  ضمایم .5

  )1. اثبات قضیه (1-5

)شود: درنظربگیرید تشکیل داده می ابتدا یک فضاي متریک , )Z d  یک فضاي متریک باشد کهZ  به

  شود:ترتیب زیر تعریف می

)10(   0( , , ) : ( ), ( ), ( ), 0,1,...t t t t t
t t t tZ m b s m m s b b s s S s t      اکنون

  شود:) روي این فضا تعریف میd(یا همان تابع فاصله  dمتریک 

 )11(  ��(�. ��). (��. ��)� =

�
1.  if  � ≠ �

���{|� − ��|�(��. ��
�). … . �(��. ��

�)}  if  � ≠ �
 که  
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(1 ) (1 )(1 )a ws r m r i b b gT        و ،  متریک رويnR است. به ازاي هر

:V Z  R درنظربگیریدsup ( )z ZV V sهمچنین درنظربگیرید .( )D Z دهنده نشان

V:مجموعه توابع پیوسته  Z  R  وي ر و است به قسمی کهm,b 

)مقعر و غیرکاهنده است. لازم به تذکر است که  )D Zیک فضاي متریک کامل تحت متریک
1 2V V 

)روي  Tاست. عملگر  )D Zشود:چنین تعریف می  

)12     (                             max
(�.�.�)∈�� �(�.�.��)

�
�(�) + ��(��� + (1 + �)�� +

(1 + �)(1 + �)�� − ���; ����|��)
�  

یک نگاشت انقباظی از  Tبراي استفاده از قضایاي نقطه ثابت ضرورت دارد که اثبات شود عملگر 

( )D Z به روي( )D Z:است  

)یک نگاشت انقباظی از  T: لم )D Z به روي( )D Z.است  

) : ابتدا بایستی نشان داد که اگر اثبات )V D Zآنگاه( )TV D Zفرض کنید که .( )V D Z

یکنوا و غیرکاهنده  ین از آنجا که. همچنبدیهی است که  . از آنجا که 

است نیز یکنوا و غیرکاهنده است. اکنون بایستی  نیز که یک تبدیل یکنواي مثبت از است، بنابراین

.�)�. از آنجا که استپیوسته نیز  نشان داد که  ��) < �دلالت براین دارد که 1 = �′  ،s  موقوف

  شود. نوشته می sصرفاً  tsشود و از این رو به جايمی tبه 

فروض خاصی روي  ضرورت دارد. براي اثبات پیوستگی براي تضمین وجود جواب، پیوستگی

شود که به ازاي هر شود. فرض میاحتمالات انتقال وضع می
0s »صادق است: بر طبق این  1»ویژگی فلر

:ویژگی، به بیان ساده اگر  nf R R دار باشد، در این صورت تابع چگالی یک تابع پیوسته کران

)احتمال ) ( ) ( )t tg s f s ds s  نیز یک تابع پیوسته�(��): ��(��) → . در فضاي است ��

nwشود. درنظربگیرید به ازاي چنین تعریف می gو   fفعلی، تابع  الگوي R تابعV  چنین تعریف

  شود:

)13(

 ( , , , ) ( ) (1 ) (1 )(1 ) ;( , )V m b s w V ws w r m r i b b gT s w          

  شود:و بالتبع تابع چگالی احتمال به صورت زیر بدل می

)14(                                                                ( , , ) ( , , , ) ( )G m b s V m b s w p dw s   

  بود: جدید به صورت زیر خواهد TVدر این صورت عملگر 

)15(                                                         ( , , ) sup ( ) ( , , )TV m b s u c G m b s   

                                                             
1. Feller Property 

0 V K ( , , )tV m b s

0 V K 0 TV K V

TVV

TV

TVTV
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پذیردر کنار ویژگی پیوستگی و فشردگی فضاي دسترس uبدلیل فرض پیوستگی تابع مطلوبیت 

( , , )t
t t tm b s شود که اگر اثبات میG  پیوسته باشد، عملگرTV  بنابراین ضرورت  1است.نیز پیوسته

  پیوسته است:  Gدارد که اثبات نماییم 

که ، وجود داردبایستی نشان داد که به ازاي هر Gبراي اثبات پیوستگی 

�̅�(�. �. �). (��. ��. �′)� < .�)�|، به قسمی که  � �. �) − �(��. ��. �′)| < . ابتدا �

  شود:چنین تعریف می فاصله

)16 (�̅�(�. �. �). (��. ��. �′)� = max [��(�. �; ��. ��). ��(�. که   [(′�

��. هاي اقلیدسی (و به عبارت ساده همان فاصله متداول) هستند. بر طبق ویژگی تابع چگالی متریک ��

  احتمال:

)17 (|�(�. �. �) − �(��. ��. �′)| ≤ �∫ �(�. �. �. �) ��(��|�) −

����|��
��� + ∫|�(�. �. �. �) − �(��. ��. ��. �)|����|��

�      

1 یکفلر به ازاي هر  با استفاده از ویژگی 0  وجود دارد به قسمی که به ازاي

�̅�(�. �. �). (��. ��. �′)� < ��:  

)19   (                                                 �∫ �(�. �. �. �) ��(��|�) − ����|��
��� < �  

)0از آنجا که  )tS s  یک فضاي اقلیدسی داراي ابعاد متناهی است، ویژگی فلر دلالت بر این دارد

nAکه یک فضاي فشرده   Rو یک
2 0  وجود دارد به قسمی که اگر

�̅�(�. �. �). (��. ��. �′)� <   آنگاه: ��

)20     (                                                                                      ∫ ����|�
�
�

 

�∈�
<

∈

�
  

انتخاب نمود 3توان یکهاي فشرده پیوسته است، میروي مجموعهبه صورت همسانی  Vاز آنجا که 

.�)�̅�به قسمی که اگر  �. �). (��. ��. �′)� <   :آنگاه به ازاي  ��

)21(                                                          |�(�. �. �. �) − �(��. ��. ��. �)| < �  

.�)�̅�بنابراین اگر  �. �). (��. ��. �′)� < min{��.   ، آنگاه:  {��

)22(         ∫|�(�. �. �. �) − �(��. ��. ��. �)|����|��
� <∈ ��.

�

�
� + � = 2�  

.�)�̅�با ترکیب این نتایج خواهیم داشت  �. �). (��. ��. �′)� < min{��. ��. ��}  

  متضمن این است که:

)23     (                                                             |�(�. �. �) − �(��. ��. �′)| < 3�  

) شود کهبدین ترتیب اثبات می , , )tTV m b sروي,m bاست. تقعر تابع مطلوبیت و همچنین  مقعر

)تقعر تابع  , , )tG m b s روي,m bکننده تقعر تضمینTV بنابراین با اثبات یکنوایی، کاهنده هستند .

                                                             
  ). 30، 1974ملاحظه اثبات رجوع شود به: (هیلدنبراند، جهت  .1

0 0 

d

0 

w A



  177        هاي بیولیتحلیل آگزیوماتیک نرخ بهره بهینه در الگو

_____________________________________________________________________________________  

)شود کهنتیجه می TVنبودن، پیوستگی و تقعر  )TV D Z1. از آنجا که به ازاي هر 2, ( )V V D Z

خواهیم داشت
1 2 1 2TV TV V V  ،1 شود که عملگر نتیجه میT  یک نگاشت انقباظی است  

)یک : لم )V D Z  منحصربفرد وجود دارد به قسمی که .  

)یک نگاشت انقباظی است و همچنینT: از آنجا که اثبات )D Z  فضاي متریک فشرده است یک

  شود لم فوق نتیجه می» قضیه نقطه ثابت نگاشت انقباظی«بنابراین با استفاده از 

حال درنظر بگیرید که 0 1, ,...c c  cه کنندبرنامه مصرفی باشد که مسئله حداکثرسازي مصرف

هاي متناظر نماید. همچنین دنبالهرا حل می 0 1, ,...m m  m و 0 1, ,...b b  bنشان-

شده و اوراق قرضه فرد در هر هاي نقدي نگهداريدهنده دنباله متغیرهاي تصادفی است که مقدار مانده

به صورت بازگشتی با  و  هاي دهد. دنبالهدوره را پس از تحقق درآمد تصادفی وي نمایش می

وند. از شره صفر و همچنین سطح بهینه مصرف تعیین میاستفاده از رابطه قید بودجه و داشتن مقادیر دو

  شود که:) نتیجه می1966این لم به همراه قضیه پنجم استراچ (

  
tcبنابراین یک تابع سیاست بهینه    ریزي پویاي فرد مسئله برنامه» جواب«وجود دارد به قسمی که

ول، سازد (قضیه ششم بلکشده فرد را در طول زمان حداکثر میاست یعنی تابع مطلوبیت انتظاري تنزیل

) و تحدب فضاي G). فرض تقعر أکید تابع مطلوبیت به همراه تقعر تابع چگالی احتمال (1965

tcکنند که تخصیص مصرفی بهینه) تضمین میtپذیر (دسترس »است » یکتا  

  )2اثبات قضیه (. 2-5

 تابع لاگرانژ به صورت زیر خواهد بود:

 
  شرایط مرتبه اول (قاعده اولر) به صورت زیر است:

)24(                      ( ) 0t t

t

u c
c




  


 

)25(            
1 1 1(1 ) 0t t t t

t

E r
m

    


    




 

)26(            1 1 1 1(1 )(1 ) 0t t t t t t

t

E r i
b

      


      




 

  آید:ر بدست می) نتیجه زی25) و (24از ترکیب شرط (

                                                             
 .5، قضیه 1965ول، .براي ملاحظه اثبات رجوع شود به: بلک1

TV V

mb

0

( , , ) ( )t t t
t

t

V m b s E u c s






 
  

 


1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( (1 ) (1 )(1 ) )

             ( (1 ) (1 )(1 ) )

t t t t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t t t t

u c c m b s r m r i b b g T

E c m b s r m r i b b g T
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)27(               1 1( ) (1 ) ( )t t t tu c E r u c  
    

 شود، بدیهی است که به راحتی برايدر اینجا اثبات براي یک تصریح خاص از تابع مطلوبیت انجام می

» ابتگریزي نسبی ثریسک«حالت کلی نیز قابل اثبات است. فرض کنید که تابع مطلوبیت داراي فرم 

.باشد:
1

( ) , 1
1

t
t

c
u c








 


  ) به صورت زیر خواهد بود:27در این صورت معادله اولر ( 

)28  (                             1 1(1 )t t t tc E r c  
 

      

1اگر طرفین به توان
آید:برسد چنین به دست می  

  

1)از آنجا که طبق فرض ) 1r  در نتیجه ،
1

(1 ) 1r 


 در نتیجه . 1t t tc E c  .

)» قضیه همگرایی سوپرمارتینگل«یک سوپرمارتینگل نامنفی است بنابراین  tcبنابراین )t sE Z Z  

جا (با احتمال یک) به سمت یک حدّ معین میل تقریباً همه tcبنابراین  1درباره آن صادق خواهد بود.

شود ) نیز با پیمودن فرآیند استدلالی مشابه اثبات می26) و (24خواهد نمود. از طریق ترکیب شروط (

که اگر (1 )(1 ) 1r i     آنگاه با احتمال یکtc  سمت یک حد معین میل خواهد نمود.به  

                                                             

.Ω). فرض کنید1 ℱ. یک فضاي احتمال و  (� 0,1,...T  اي از بازهو یا در حالت پیوسته زیرفاصله

 0,T  و ،t Tاندیس زمان باشد. خانواده�ℱ
�
�

�∈�
(یعنی اگر 1هايمیدان-از زیرسیگما

ℱآنگاه 
�

≤ ℱ
�

 ) را یک فیلتراسیون گویند. فرض کنید که:

1. tE Z  ؛ 

2. tZ سبت به نℱ
�

 پذیر باشد،اندازه 

,ازاي تمامیبه  .3 ;s t T s t  (با احتمال یک) جاتقریباً همه �����ℱ
�
� = ��. 

.���آنگاه ℱ
�
. � ∈ ℱنسبت به  مارتینگلیک  ��

�
  شود. نامیده می  

  تعاریف جدید زیرا را خواهیم داشت: 3با حفظ دو فرض اول و تغییر فرض 

�����ℱجا اگر تقریباً همه -
�
� ≥  آنگاه �� tZ  شود.نامیده می زیرمارتینگلیک  

�����ℱ جااگر تقریباً همه
�
� ≤ شود. در حالت خاص نامیده می سوپرمارتینگلیک  {��}آنگاه ��

(����)� هرگاه ≤ شود. در اینجا قضیه مهم زیر را داریم که نقشی نامیده می سوپرمارتینگلیک  {��} آنگاه��

  کند:انداز احتیاطی ایفا میکلیدي در اثبات قضایاي مربوط به پس

.���در نظر بگیریدقضیه همگرایی سوپرمارتینگل:  �
�
. � ∈ یک سوپرمارتینگل نامنفی است. آنگاه یک  ��

limجاوجود دارد به قسمی که تقریباً همه Zتصادفی متغیر tZ Z یعنیZجا به سمت یک حدّ متناهی تقریباً همه

 )).419، 2006شود (براي ملاحظه اثبات این قضیه، رجوع شود به: آتریا و لاهیري (همگرا می

   
1/

1 1(1 )t t t tc r E c





  

F

s t
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  )3قضیه (. اثبات 3-5

  شود:ه میکننده تشکیل دادریزي پویاي مصرفبراي اثبات ابتدا تابع مقدار (تابع بلمن) براي مسئله برنامه

 
 نسبت به قید:

1 1 1 1(1 ) (1 )(1 )t t t t t t t t t t t t tc m b ws r m r i b b g T              

  اگر قید در حالت تساوي درنظر گرفته شود و بازنویسی شود نتیجه زیر به دست خواهد آمد:

)29(      1 1 1 1(1 ) (1 )(1 )t t t t t t t t t t t tb c m ws r m r i b b gT               

)30(     1 1 1 1(1 ) (1 )(1 )t t t t t t t t t t t tm c b ws r m r i b b gT               

شود:با جایگذاري رابطه فوق در تابع مقدار چنین نتیجه می

  
  شود که:نتیجه می 1شینکمن -با استفاده از رابطه بنونایس

)31(                   
1 1( , ) (1 ) ( , )m t t t m t tV m b E r V m b   

 
    

)32  (          1 1 1( , ) (1 )(1 ) ( , )b t t t t t b t tV m b E r i V m b    
  

     

1همچنین: 1( , ) ( )c t t tV m b u c  
 

  لازم به تذکر است که تابع مقدار .V هاي تابع ویژگی

دار و أکیداً مقعر است. اگر درآمد مقدار مثبتی باشد آنگاه لم گیرد و نتیجتاً کرانرا به وام می uمطلوبیت 

  زیر قابل طرح است:

  جا:هوجود دارد به قسمی که تقریباً هم zمقدار  -: یک متغیر تصادفی حقیقیلم

)33(                      1lim (1 )(1 ) ( , )t t t b t t bE r i V m b z   


     

)34             (              lim (1 ) ( , )t m t t mE r V m b z      

  : براي اثبات کافی است نشان داده شود کهاثبات

 1(1 )(1 ) ( , )t t t b t tE r i V m b   


  1)و ) ( , )t m t tE r V m b   یک سوپرمارتینگل

یه همگرایی سوپرمارتینگل این دو عبارت به سمت یک متغیر تصادفی نامنفی است. در این صورت طبق قض

متناهی همگرا خواهند شد. تنها مشکلی که بر سر راه اثبات وجود دارد این است که این دو عبارت 

0limنهایت باشند، حال آنکه وقتی بر طبق شرایط اینادا،نبایستی بی ( )c u c
    و از آنجا که

1شینکمن، -نونایسطبق قضیه ب 1( , ) ( )c t t tV m b u c  
 

   0بنابراینV    براي حل این مشکل .

شده کل جریان درآمدي همواره مثبت است. در واقع در این حالت یک شود که ارزش تنزیلفرض می

,0وجود دارد به قسمی که T» زمان توقف« 0T Tm b  توان از قضیه همگرایی . بدین ترتیب می

  مارتینگل استفاده نمود. 

                                                             
  ).Envelop Theoremفرم خاصی از قضیه پوش ( 1.

 1 1
, ,

( , ) max ( ) ( , )
t t t

t t t t
m b c

V m b u c EV m b   

 

  

1 1 1 1 1 1
, ,

1 1 1 1

( , ) max ( ) (1 ) (1 )(1 ) ;

                                                        (1 ) (1 )(1 )

t t t
t t t t t t t t t t t t t t

m b c

t t t t t t t t t t t t

V m b u c EV s c m r m r i b b g T

s c b r m r i b b g T
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  بنابراین قبل از ارائه اثبات ضرورت دارد تعریف زیر ارائه شود: 

.Ω) : درنظربگیرید1»زمان توقف«تعریف  ℱ) بگیرید نظر یک فضاي اندازه باشد، و در (ℱ
�
)�∈ℝ� 

تعریف    که روي Tغیر تصادفی مثبت باشند. مت ℱ  هايمیدان-سیگما-یک خانواده فزاینده از زیر

ℱ)(نسبت به خانواده» زمان توقف«شده است را یک 
�
  داراي ویژگی زیر باشد: T) گویند هرگاه  (

� به ازاي تمامی ∈ ℝرخداد� ،{� < �} ∈ ℱ
�
ℱمتعلق به  

�
  باشد. 

ℱ)هايمیدان-اگر خانواده سیگما
�
خواهد  Tیک زمان توقف  از سمت راست پیوسته باشند، آنگاه (

ℱمیدان-سیگما-داشت. به بیان شهودي، زیر
�

دهند. رخ می tمعرّف رخدادهایی است که پیش از لحظه  

ℱمتغیرهاي تصادفی 
�

پذیر متغیرهایی هستند که صرفاً متعلق به تحولات فضاي مورد بررسی قبل اندازه-

 Tاي خاص است، و زمان ر به دنبال مشاهده پدیدهگ. اکنون درنظربگیرید یک مشاهدههستند tاز لحظه 

�}دهد. رخداد اولین باري است که این پدیده رخ می < تنها در صورتی رخ خواهد داد که پدیدار {�

  ).65، 1966تولید شود (میر،  tمورد نظر حداقل یک بار قبل از لحظه 

0Twsقسمی که وجود دارد به  Tکند که یک زمان توقفمثبت بودن درآمد تضمین می بنابراین .

0T T Tm b ws   گیري متضمن این است کهدهی و وام. همچنین آگزیوم عدم وام

0, 0T Tm b  تقعر تابع بلمن متضمن این است که .( , )t tV m b  درنظربگیرید2متناهی است .
m

td وb
td  0به ازايt  :چنین تعریف شود  

)35(                        
 

 
1 ;

1 ;

(1 )(1 ) ( , )

(1 )(1 ) ( , )

t T t T t T b t T t T t Tb
t

T T T b T T T

E r i V m b
d

E r i V m b

 

 

 
      

 


  


  
 

)36  (                      ;

;

(1 ) ( , )

(1 ) ( , )

t T m t T t T t Tm
t

T m T T T

E r V m b
d

E r V m b





 
   

 





  

)شینکمن -با استفاده از رابطه بنونایس , ) ( )t tV m b u c   مطلوبیت، تابع أکیدتقعرمچنین فرض و ه 

 نزولی بوده بنابراین 
; ;( , ) ( , )m t s T t T t T m t T t T t TV m b V m b   

      
 در نتیجه ،

.( ), ( )m m b b
t t s t t sd E d d E d   از آنجا کهT  هاي است، بنابراین دنباله» زمان توقف«یک

   0 1 0 1, ,... , , ,...m m b bd d d dیتوان قضیه همگراییک سوپرمارتینگل نامنفی هستند. بنابراین می 

m ها بکار گرفت. بر اساس قضیه همگرایی، هر دو دنبالهسوپرمارتینگل را براي این دنباله
td  وb

td  به

limشود. بنابراین با احتمال یک:سمت یک حد معین همگرا می m
t t md d  و

                                                             
1 Stoppingtime 

کند. میل نمیکاهنده است و نتیجتاً به سمت  بنابراین  .زیرا به دلیل فرض تقعر تابع بلمن، 2

 از سوي دیگر به دلیل فرض تحدب أکید تابع مطلوبیت نهایی، مشتق سوم تابع مقدار نیز مثبت است بنابراین 

 میل نخواهد کرد.منفی نخواهد شود و نتیجتاً به سمت 



V 

0V  V 

V 
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lim b
t t bd d  0بدیهی است که. همچنین 01, 1m bd d  از این رو بدلیل کاهنده بودن این .

)ها،دنباله ) 1, ( ) 1b mE d E d .  

limاز آنجا که b
t t bd d ) نتیجه زیر به دست 35بنابراین با گرفتن حدّ از طرفین رابطه (

 آید: می

 
 

   

1 ;

1 ;

1 ; 1 ;

(1 )(1 ) ( , )
lim lim

(1 )(1 ) ( , )

(1 )(1 ) ( , )lim lim (1 )(1 ) ( , )

(1 )(1

t T t T t T b t T t T t Tb
t

t t
T T T b T T T

b
T T T b T T T t t T t T t T b t T t T t T

t t

T

E r i V m b
d

E r i V m b

E r i V m b d E r i V m b

E r

 

 

   



 
      

  


   
       

 

  
 

  

       

    1 ; 1 ;) ( , ) lim (1 )(1 ) ( , )T T b T T T b t T t T t T b t T t T t T
t

i V m b d E r i V m b     
       


      

  

برابرbzاگر 1 ;(1 )(1 ) ( , )T T T b T T T b bE r i V m b d z   


   شود آنگاه:تعریف 

  1 ;lim (1 )(1 ) ( , )t t t b t t t b
t

E r i V m b z   



                               

mبا انجام عملیاتی مشابه بر روي دنباله
td آید: چنین به دست می  

  
;

lim (1 ) ( , )
t m t t t m

t

E r V m b z
 



         

  شود.بدین ترتیب لم اثبات می

1)حال با درنظر گرفتن لم فوق و فرض اینکه  ) 1r    و استوکاستیک بودن و مثبت بودن

نهایت میل خواهد نمود.اگر در حالت شود که مصرف در این حالت به سمت بیدنباله درآمد، اثبات می

lim حدي با احتمال یک داشته باشیم: ( , ) 0t t
t

V m b 


  صورت با استفاده از رابطه بنونایس، در این- 

)شینکمن ( , ) ( )t t tV m b u c    :با احتمال یک خواهیم داشت (lim ( ) 0t
t

u c


  به دلیل .

کاهنده بودن تابع مطلوبیت نهایی (و در واقع فرض تقعر تابع مطلوبیت)، با احتمال یک خواهیم داشت:

lim 0t
t

c 


 شود ترتیب اثبات کامل می. بدین  

 . رابطه دارایی و مصرف4-5

0Mبه ازاي هر عدد بزرگلم:  0یک عدد بزرگN   وجود دارد به قسمی که اگر
t tm b N   

آنگاه
tc M .  

0دار است:: از آنجا که تابع بلمن کراناثبات ( , )t t tV m b K  بنابراین فرض تقعر ،tV  متضمن آن

  است که:

)37(                                       ( ) ( , ) ( , ) (0)t t t t t t t t tm b V m b V m b V K         

M,رابطه دو عدد بزرگ  N شود:چنین تعریف می
( )

K
N

u M



در این صورت اگر .

t tm b N  توان نوشت:شینکمن می -، با استفاده از فرمول بنونایس  

)38(                      ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t

K
u c V m b V N u M u c u M

N
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tcنماید که:تابع مطلوبیت تضمین میتقعر  M  .شودبدین ترتیب اثبات لم کامل می.  
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